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Êàêîé ìåòîä ëó÷øå? Ïðîáëåìà ñ ïîäñ÷¼òîì ïðèìåðîâ

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïðîáëåìà: ïðè ïðåäëîæåííîì âûøå ïîäõîäå ê èçìåðåíèþ êà÷åñòâà
àëãîðèòìà êà÷åñòâî áóäåò ðàçíûì äëÿ ðàçíûõ íàáîðîâ ïðèìåðîâ!

Ðåøåíèå ïðîáëåìû: ðàçíûå íàáîðû ïðèìåðîâ � ýòî âûáîðêè èç îäíîãî è òîãî æå
(âîçìîæíî, íåèçâåñòíîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Òîãäà âåðîÿòíîñòè îøèáîê
ñóùåñòâóþò ¾ñàìè ïî ñåáå¿ � áåç îáó÷àþùèõ ïðèìåðîâ � è íåèçìåííû. À äîëè îøèáîê,
ñîñ÷èòàííûå íà îñíîâå îáó÷àþùèõ ïðèìåðîâ, � ýòî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèìåðíî
ðàâíûå âåðîÿòíîñòÿì ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðèìåðîâ.

Àíàëîãèÿ ñ áðîñàíèåì ìîíåòû. Âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ îðëà è ðåøêè ðàâíû 1/2 (50%). Íî
åñëè 100 ðàç áðîñèòü ìîíåòó, òî îð¼ë ìîæåò âûïàñòü 50 ðàç (50/100 = 1/2), à ìîæåò 49,
51, 48 è ò. ä. (ñòðîãî ãîâîðÿ � ëþáîå êîëè÷åñòâî ðàç îò 0 äî 100 âêëþ÷èòåëüíî).
Ò. å. âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îðëà � ¾ôóíäàìåíòàëüíàÿ¿ êîíñòàíòà, à äîëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà
âûïàë îð¼ë, � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèìåðíî ðàâíàÿ 1/2 ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå
áðîñàíèé.



Ne URO

FUzzY

Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò

Ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Îïðåäåëåíèå

Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò � ïðèíöèïèàëüíî íåäåòåðìèíèðîâàííûé ýêñïåðèìåíò, êîòî-
ðûé ìîæåò áûòü ìíîãîêðàòíî ïîâòîðåí ïðè îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ, íî èñõîäû êîòîðîãî
íå ìîãóò áûòü ïðåäóãàäàíû.

Ïðèìåðû ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ:

I Áðîñàíèå ìîíåòû.

I Áðîñàíèå èãðàëüíîé êîñòè.

I Ïåðåìåøèâàíèå êîëîäû è ðàçäà÷à êàðò.
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Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ñîáûòèå � ëþáîé âåðèôèöèðóåìûé èñõîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ïðèìåðû ñîáûòèé:

I Ïðè áðîñàíèè ìîíåòû:
A1 =¾âûïàäåíèå îðëà¿.
A2 =¾âûïàäåíèå ðåøêè¿.
A3 =¾âûïàäåíèå îðëà èëè ðåøêè¿, íàñòóïàåò ïðè ëþáîì èñõîäå ýêñïåðèìåíòà.

I Áðîñàíèå èãðàëüíîé êîñòè:
A1 =¾âûïàëà 1¿.
A2 =¾âûïàëî çíà÷åíèÿ, ïðåâîñõîäÿùåå 3¿.
. . .
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Âåðîÿòíîñòü

Ïóñòü Ý � íåêîòîðûé ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò. Ïðîâåä¼ì åãî N ðàç è îáîçíà÷èì NA

÷èñëî èñïûòàíèé, â êîòîðûõ ðåàëèçîâàëîñü ñîáûòèå A.

Îïðåäåëåíèå

Âåðîÿòíîñòüþa P(A) ñîáûòèÿ A áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

P(A)
def
= lim

N→∞

NA

N
∈ [0, 1].

aÂ ñîâðåìåííîé íàóêå ïðèíÿòî èíîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè (À.Í. Êîëìîãîðîâ), îäíàêî â íàñòîÿùåì
êóðñå ìû äëÿ ïðîñòîòû èñïîëüçóåì ¾ñòàðîå¿ ÷àñòîòíîå îïðåäåëåíèå.

P(A) ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ, àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèå A.
Ôóíêöèÿ P ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà Ý.



Ne URO

FUzzY

Âåðîÿòíîñòü � ïðèìåðû

I Áðîñàíèå ìîíåòû:
� Îð¼ë è ðåøêà âûïàäàþò îäèíàêîâî ÷àñòî.

P(¾âûïàäåíèå îðëà¿) = P(¾âûïàäåíèå ðåøêè¿) = 1/2.

I Áðîñàíèå èãðàëüíîé êîñòè:
� Âñå ãðàíè âûïàäàþò îäèíàêîâî ÷àñòî.

P(¾âûïàëà 1¿) = P(¾âûïàëà 2¿) = . . . = 1/6,
P(¾âûïàëî çíà÷åíèÿ, ïðåâîñõîäÿùåå 3¿) = 3/6 = 1/2.
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Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Ïóñòü Ý � íåêîòîðûé ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò.

Îïðåäåëåíèå

Âåëè÷èíó ξ ∈ (−∞,∞) áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíîé, åñëè å¼ çíà÷åíèå îäíîçíà÷íîa îïðåäå-
ëÿåòñÿ èñõîäîì ýêñïåðèìåíòà Ý.

aÒî åñòü åñëè ýêñïåðèìåíò Ý ïðîâåä¼í äâà ðàçà, è âñå òå ñîáûòèÿ, êîòîðûå ðåàëèçîâàëèñü (íå ðåàëè-
çîâàëèñü) â ïåðâûé ðàç, ðåàëèçîâàëèñü (íå ðåàëèçîâàëèñü) òàêæå è âî âòîðîé ðàç, òî çíà÷åíèÿ ξ â ýòèõ
ýêñïåðèìåíòàõ äîëæíû ñîâïàäàòü.

Ïðèìåðû:

I Áðîñàíèå ìîíåòû: ξ = 1, åñëè âûïàë îð¼ë, è ξ = 0, åñëè âûïàëà ðåøêà.

I Áðîñàíèå èãðàëüíîé êîñòè: ξ � íîìåð âûïàâøåé ãðàíè.
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Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî åñòü
òàêèå âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ P(¾çíà÷åíèå ξ ðàâíî a¿) = 0 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a.

Îïðåäåëåíèå

Ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçîâ¼ì òàêóþ ôóíêöèþ p, ÷òî

b∫
a

p(x)dx = P(¾çíà÷åíèå ξ ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó [a, b]¿)

äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a < b.
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Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

Èç îïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè P è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a è ìàëîãî ∆x

p(a) ≈ 1

∆x
lim

N→∞
NA/N ,

ãäå A =¾çíà÷åíèå ξ ïîïàëî â èíòåðâàë [a, a+ ∆x]¿.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îïðåäåëèì êàê

Eξ
def
= lim

N→∞

1

N

N∑
i=1

xi =

∞∫
−∞

x p(x) dx.

Äèñïåðñèþ ξ îïðåäåëèì êàê

Dξ
def
= E(ξ −Eξ)2 = lim

N→∞

1

N

N∑
i=1

(xi −Eξ)2 =

∞∫
−∞

(x−Eξ)2 p(x) dx.

Çäåñü xi � çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðèíÿëà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ â i-îì èñïûòàíèè â ñåðèè èç
N èñïûòàíèé.
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Ïðèíÿòàÿ òåðìèíîëîãèÿ

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ èíà÷å íàçûâàþò ñðåäíèì çíà÷åíèåì ξ.
Äèñïåðñèÿ ξ � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíåíèÿ ξ îò ñâîåãî ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó êîðåíü èç äèñïåðñèè

√
Dξ ïðèíÿòî íàçûâàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì

îòêëîíåíèåì ξ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.
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Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ Eξ è Dξ

Eξ Eξ +
√
Dξ
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Íàáîð ïðèìåðîâ êàê âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
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P(¾æåíùèíà¿) = 1/2,
P(¾ìóæ÷èíà¿) = 1/2.
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Ðàçíûå íàáîðû ïðèìåðîâ êàê âûáîðêè èç îäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðèíöèï óñòîé÷èâîñòè ÷àñòîò:
ãèñòîãðàììû ðàçëè÷àþòñÿ, íî áëèç-
êè ê îäíîé íåèçìåííîé ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
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Çàäà÷à ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ

Ãèïåðïëîñêîñòü: (w, x) + b = 0. Ïàðàìåòðû
ãèïåðïëîñêîñòè: w, b.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ îáðà-
çîâ � ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû w, b òàê, ÷òîáû
ìèíèìèçèðîâàòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè êëàññè-
ôèêàöèè:

P(¾îøèáêà êëàññèôèêàöèè¿) =

= lim
N→∞

N¾îøèáêà êëàññèôèêàöèè¿

N
∼ min

w,b
,

ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ � ÷àñòîòó îøèáîê
êëàññèôèêàöèè (Âàïíèê, ×åðâîíåíêèñ):

N¾îøèáêà êëàññèôèêàöèè¿

N
∼ min

w,b

w =
(
9 14

)
b = −2440


