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Сегодня для решения задач компьютерного зрения, распозна-
вания речи и др. широко используются искусственные нейронные
сети (ИНС). Многие архитектуры ИНС включают блоки, состо-
ящие из свёрточных слоёв, активаций и пулингов. Известно, что
одни виды этих операции позволяют достигать бо́льших показате-
лей качества, чем другие (например, ИНС с max-пулингами, как
правило, превосходят ИНС с усредняющими пулингами). Однако,
обоснованного объяснения этому не дано.

В большинстве случаев свёртки, активации и пулинги рас-
сматриваются как манипуляции над пикселями изображений (от-
счётами, если речь идёт об иных данных): свёртки — как выде-
ление локальных «признаков» (например, границ объектов, ха-
рактеризующихся больши́ми градиентами яркостей), пулинги —
как выделение «наиболее интенсивных» признаков и отсечение
«менее интенсивных» и т. д.

В настоящей работе предлагается рассматривать свёртки, ак-
тивации и пулинги как операторы, действующие в евклидовых
векторных пространствах, элементами (далее — векторами) ко-
торых являются изображения и др. многомерные массивы. Ав-
торы полагают, что исследование алгебраических свойств этих
операторов позволит лучше понять отличия различных видов
используемых при построении ИНС операций (например, max-
пулингов и усредняющих пулингов), а также определить, какие
их свойства ключевым образом влияют на качество ИНС в целом.

С предложенной точки зрения свёрточный слой представляет
собой линейный оператор, его сингулярными базисами являются
базисы Фурье.

Активация — нелинейная функция одной переменной, приме-
няется к каждой координате вектора в каноническом базисе в
отдельности (каноническим будем называть ортонормированный
базис, каждый вектор которого есть массив, состоящий из един-
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ственной единицы и остальных нулей). Одной из наиболее часто
используемых в современных ИНС функцией активации являет-
ся ReLU, определённая как ReLU(𝑥) = max{0, 𝑥}. Применение
ReLU к каждой координате вектора в каноническом базисе есть
не что иное, как проецирование на неотрицательный ортант кано-
нического базиса — коническую оболочку, натянутую на векторы
канонического базиса.

Пулинг — линейный или нелинейный оператор, понижающий
размерность [2, 3]. Композиция активации ReLU и одного из наи-
более часто применяемых пулингов — max-пулинга — также мо-
жет быть выражена через оператор проецирования [1, 4]. Дей-
ствительно, рассмотрим действие такой композиции на фрагмент
𝑓 изображения, попавший в одно «окно пулинга» размером 𝑛× 𝑛.
Пусть 𝑒𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, — векторы, образующие канонический
базис (для фрагмента изображения). Пусть 𝐴ReLU — оператор по-
координатного применения активации ReLU, и 𝑃max — оператор
max-пулинга. Тогда 𝑃max𝐴ReLU𝑓 — норма проекции 𝑓 на множе-
ство

⋃︀𝑛
𝑖,𝑗=1

{︀
𝛼𝑒𝑖𝑗 , 𝛼 > 0

}︀
, т. е. на объединение «рёбер» неотрица-

тельного ортанта канонического базиса.
Как видно из вышеизложенного, блоки типа «свёртка — ак-

тивация — пулинг» с алгебраической точки зрения представляют
собой линейное преобразование с последующим проецированием
на нелинейное множество, тесно связанное с базисом, отличным
от сингулярных базисов линейного преобразования. В работе ис-
следована зависимость качества ИНС в задаче классификации
изображений из базы CIFAR10 от выбора сингулярных базисов
линейного преобразования и базиса, определяющего множества,
на которые осуществляется проецирование. Показано, что в ряде
случаев замена рассмотренных выше базисов Фурье и канони-
ческого базиса на отличные от них базисы не снижает качество
ИНС. Это позволяет выдвинуть гипотезу о том, что критическое
влияние на качество ИНС оказывают отмеченные выше общие
алгебраические свойства рассмотренных операций, а не их кон-
кретный вид. Однако, эта гипотеза требует дальнейшего изуче-
ния.

Работа поддержана грантом РФФИ №17-07-00832.
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